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Abstrak. Analisis regresi digunakan untuk menyelidiki pola hubungan antara variabel 

dependen dan variabel independen. Hal ini dapat dilakukan dengan dua pendekatan, yaitu 

pendekatan parametrik dan nonparametrik. Pendekatan parametrik mengasumsikan bentuk 

model mengikuti suatu pola tertentu. Namun, jika tidak ada informasi tentang bentuk fungsi 

regresi, maka pendekatan yang digunakan adalah pendekatan regresi nonparametrik. Ada 

beberapa pendekatan untuk menaksir kurva regresi nonparametrik, salah satunya adalah 

truncated spline. Keuntungan dari truncated spline adalah dapat menggambarkan perubahan 

pola perilaku fungsi pada subinterval tertentu. Estimator spline sangat bergantung pada titik 

knot dan sifat estimatornya adalah linier. 

 

Kata Kunci: Spline, Nonparametric Regression. 

 

PENDAHULUAN 

Terdapat tiga pendekatan analisis regresi dalam menaksir kurva regresi, yaitu pendekatan 

regresi parametrik, regresi nonparametrik, dan regresi semiparametrik (Eubank, 1999). 

Pendekatan model regresi parametrik memiliki sifat-sifat yang baik dari perspektif Statistika 

Inferensial seperti sederhana, mudah diinterpretasikan, ekonomis, tidak bias, merupakan 

estimator linier, efisien, konsisten, dan Best Linear Unbiased Estimator (BLUE). Meskipun 

sangat reliabel dari perspektif inferensial, pendekatan ini mensyaratkan terpenuhinya asumsi-

asumsi yang diperlukan. Tidak semua permasalahan pola hubungan dapat didekati dengan 

regresi parametrik karena tidak semua permasalahan memiliki informasi mengenai bentuk 

hubungan atau kurva regresi antara variabel respon dengan variabel prediktor. Jika dipaksakan 

dengan pendekatan regresi parametrik, maka akan memberikan simpulan yang menyesatkan. 

Oleh karena itu, terdapat pilihan untuk menggunakan pendekatan nonparametrik yang tidak 

mensyaratkan informasi mengenai pola hubungan antar variabel. Model regresi nonparametrik 

yang bentuk kurva regresinya diasumsikan tidak diketahui. Selain itu diasumsikan mulus 

dimana kurva berada pada ruang fungsi seperti ruang Hilbert, ruang Sobolev, ruang fungsi 

kontinu dan lain-lain (Hardle,1994). 

Perbedaan antara parametrik dan nonparametrik adalah pada pendekatan parametrik data 

cenderung dipaksa mengikuti pola tertentu, sedangkan pada pendekatan nonparametrik data 

diberi kebebasan untuk mencari pola kurva regresinya sendiri sehingga sangat fleksibel dan 

objektif. Beberapa model regresi nonparametrik yang sering digunakan adalah Histogram, 

Kernel, kNN, Spline, Neural Network (NN), Local Polynominal, Orthogonal Series, Fourier 

Series, Wavelet, MARS, dan lain-lain (Wahba, 1985). Semua model memiliki kelebihan dan 

kekurangan serta motivasinya sendiri dalam memodelkan pola. Dari beberapa model regresi 
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nonparametrik, yang paling populer adalah Spline. Penelitian secara teoritis juga banyak 

berkembang, diantaranya (Dette et al., 2018)Spline merupakan potongan polinomial yang 

memiliki sifat tersegmentasi dan kontinu (terpotong). Regresi spline terpotong digunakan 

karena kelebihannya adalah model ini dapat menemukan estimasi datanya sendiri ke mana pun 

pola data bergerak (Hidayat, et al., 2019) Dengan titik-titik simpul ini, spline dapat memberikan 

fleksibilitas yang lebih besar daripada polinomial, sehingga memungkinkan untuk beradaptasi 

secara efektif dengan karakteristik lokal. Alasan lain untuk memilih regresi spline terpotong 

adalah karena bersifat objektif dan optimasinya menggunakan metode kuadrat terkecil sehingga 

secara matematis mudah, sederhana, dan baik dalam membantu inferensi statistik dalam 

artikelnya menyarankan untuk menggunakan regresi spline polinomial jika plot data tidak jelas, 

simpangan baku besar, dan untuk penyederhanaan. Pada regresi spline nonparametrik data cross 

section dan satu respon, bahwa jika nilai parameter penghalusan sangat kecil akan memberikan 

estimator kurva regresi yang sangat kasar. Sebaliknya, jika nilai parameter penghalusan sangat 

besar, akan dihasilkan estimator kurva regresi nonparametrik yang sangat halus (Gu, C, 2013). 

Oleh karena itu, dalam penduga spline untuk data cross section, perlu dipilih parameter 

penghalusan yang optimal agar diperoleh penduga yang paling tepat untuk data tersebut. Dalam 

penelitian ini, kurva regresi nonparametrik akan diestimasi menggunakan pendekatan spline 

terpotong dan sifat-sifat liniernya. 

 

METODE PENELITIAN 

 

Mendapatkan estimasi kurva regresi nonparametrik Spline nonparametrik multivariabel 

langkah-langkahnya adalah sebagai berikut: 

a. Membentuk model dengan Nonparametrik Spline Multivariabel 

( )
1

p

i j ji i

j

y f x 
=

= + ; 1,2,...,i n=  

b. Menghampiri Kurva Regresi Spline Truncated derajat m dengan r titik knot 

( ) ( ) ( )
1 1

m r
m

v

j ji vj ji ji jkj m k
v k

f x x x K 
+ +

= =

= + −   

c. Membentuk optimasi Least Square 

 

d. Menyajikan persamaan Least Square dalam bentuk matriks 

 ( )

1

p m rR
Min n y X




+

−


−  

e. Menyelesaikan optimasi (𝑑)dengan derivatif parsial.  

f. Mencari sifat linier estimatornya. 

 

 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
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Estimator Spline Truncated 

Dalam bagian ini dibahas tentang estimasi Spline multivariabel. Spline merupakan jumlahan 

dari fungsi polinomial dengan suatu fungsi (truncated). 

Diberikan model regresi nonparametrik multivariabel: 

( )1 2, ,...,i i i pi iy x x x = +  

Selanjutnya, kurva regresi 
jf dihampiri dengan fungsi Spline multivariabel maka dapat ditulis 

menjadi: 

( ) ( )1 2

1

, ,..., ; 1,2,...,

p

i i pi j ji i

j

x x x f x i n 
=

= + =
 

dengan: 

( ) ( ) ( )
1 1

m r
mv

j ji vj ji ji jkj k m

v k

f x x x K 
+ +

= =

= + −   

dimana j = 1, 2, ..., p; v = 1, 2, ..., m; dan k = 1 ,2, ..., r  titik-titik knot yang memperlihatkan 

perubahan pola perilaku dari fungsi tersebut pada sub-sub interval yang berbeda. Dengan 

demikian model regresi dapat ditulis menjadi: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1 11

1 1

... ...

p p
m mm

j ji j ji mj ji ji j ji jrj m j r m

j j

f x x x x K x K   
+ ++ +

= =

= + + + − + + − 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )1
11 1 1 1 1 11 1 11 1 1

... ... ...
m mm

i m i i i rm r m
x x x K x K   

+ ++ +
= + + + − + + − + +

( ) ( ) ( ) ( )1
1 11

... ...
m mm

p pi mp pi pi p pi prp m p r m
x x x K x K   

+ ++ +

 
+ + + − + + − 

 
   (1)

 
Apabila persamaan (1) disajikan dalam bentuk matrik, maka didapat: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11
1
11 11 11 11 11 1

1

1
12 12 12 12 11 12 1

1(1 )

1
1 1 1 11 1 1

1( )

...

m mm
r

m mm
mr

m

m mmn
n n n n r

r m

x x x K x K
y

y x x x K x K

y
x x x K x K









+ +

+ +

+

+ +
+

 
   − −

     
     − −     = + +
     
     
     − −

   
 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
1

1 1 1 1 1
1

1
22 2 2 1 2

(1 )

1
1

( )

pm mm
p p p p p pr

m mm
mpp p p p p pr

p m

m m nm
pn pn pn p pn pr

p r m

x x x K x K

x x x K x K

x x x K x K





 







+ +

+ +

+

+ +
+

 
   − −
    
    

− −     +    
    
    
 − −   

 
       

(2) 
 

Persamaan (2) dapat ditulis menjadi: 

( )y X K  = +  

dengan, 

1,..., ny y y =     
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11 1 1,..., ,...,r p prK K K K K =    

( ) 1 pX K A A =    

( )1 ,..., p  


 =
 

( ) ( )1 11 1 1(1 ) 1( ) 1 (1 ) ( ),..., , ,..., ,..., ,..., , ,...,m m r m p p mp p m p r m         + + + +
 = =  

dan ( )1,..., n   =  

Estimator parameter   didapat dari menyelesaikan optimasi: 

 ( )

2
1

p m rR
Min n y X




+

− − ( )( ) ( )( )y X K y X K 
 

= − − 
 

 

Untuk menyelesaikan optimasi dengan menggunakan derivatif parsial, misalkan: 

( ) ( )( ) y X K 


= − ( )( )y X K −              (3)

 
Persamaan (3) diturunkan terhadap  : 

( )
( )2X K y






= −

   
( ) ( )2X K X K +          (4)

 
Setelah persamaan (4) diturunkan hasilnya disamakan dengan 0, maka diperoleh persamaan: 

( )0 2X K y= − + ( ) ( ) ˆ2X K X K              (5)
 

Hasil yang diperoleh dari persamaaan (5) adalah 

( ) ( ) ˆX K X K  ( )X K y=
 

Sehingga estimator ̂  diberikan oleh:
 

( ) ( )( ) ( )
1ˆ X K X K X K y
−

 =
 

dengan ( )1
ˆ ˆ ˆ,..., .p  


 =

 

Estimator kurva regresi ( )f̂ x diperoleh dari: 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,..., pf x f x f x f x

  =  
 

 

( ) ˆX K =  

( ) ( )( )
1

X K X K
−

= ( )X K y
 

Sehingga diperoleh,  

( ) ( )f̂ x K y=  . 
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SIFAT LINIER ESTIMATOR  

Model regresi nonparametrik spline dapat ditulis dalam bentuk matriks berikut.

( )y X K  = +  dengan 11 1 1,..., ,...,r p prK K K K K =   . Jika dituliskan ( )f X K =  

dengan ( )X K  merupakan matriks fungsi K, maka diperoleh: y f = + . 

( )ˆ ˆf X K =  

( ) ( )( ) ( )
1

X K X K X K y
−

 =  

( )K y=   

Berdasarkan persamaan di atas, terlihat bahwa estimator spline f̂ merupakan estimator yang 

linier. Kelinieran ini dapat memberikan kemudahan bagi peneliti dalam membentuk statistik 

inferensi untuk pendekatan spline. 
 

 

SIMPULAN DAN SARAN 

Simpulan  

Jika diketahui model regresi nonparametrik: ( )1 2, ,...,i i i pi iy x x x = +  kurva regresi jf dihampiri 

dengan fungsi Spline multivariabel maka dapat ditulis menjadi:

( ) ( )1 2

1

, ,..., ; 1,2,...,

p

i i pi j ji i

j

x x x f x i n 
=

= + = sehingga diperoleh, ( ) ( )f̂ x K y=  . Sifat estimator yang 

diperoleh adalah linier. 

 

Saran  

Dapat dikembangkan secara teoritis dalam mencari sifat estimator yang lainnya dan 

diaplikasikan pada kasus riil. 
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